UNIVERZITET U NISU
EKONOMSKI FAKULTET
Casopis EKONOMSKE TEME ”
Godina izlaZenja 50, br. 2, 2012, str. 249-267
Adresa: Trg kralja Aleksandra Ujedinitelja 11, 18000
Tel: +381 18 528 624 Fax: +381 18 4523 268

MODELI ZIVOTNOG OSIGURANJA
U USLOVIMA KONZISTENTNOG TRZISTA

Bojan Baskot”

Rezime: U osnhovi, osiguranje se moze podijeliti na Zivotno i nezivotno
usvojimo vrstu rizika kao kriterijum podjele, tada moZemo govor
osiguranju kapitala za slaj smrti, osiguranju kapitala za sfaj dozivljenja
i mjeSovitom osiguranju kapitala. Istako, razlikujemo one vidove Zivotn
osiguranja gdje se osigurana sumadadau trenutku smrti, sa jedne strane
sa druge strane imamo Zivotna osiguranja gdje se osigurana Sue I
kraju perioda u kojem se desio smrtnicgly U ovom radu fokus jeavljen
na one vrste osiguranja kod kojih se osigurana suma dg@gednokratno
Aktuarska sadaSnja vrijednost predstavija rezultat dvodimenzion:
posmatranja problematike Zivotnog osiguranja. Sa jedne strane potrel
odrediti vjerovatndu dace odiedena osoba starostk umrijeti. Druga strane
problema je sadrzana u odfiganju sadasnje vrijednosti néanog iznos:
raspolozivog u nekom trenutku u bddasti

Kljuéne rijeci: aktuarski sadasnja vrijednost, dozivotno osiguranjgikala,
odgafeno osiguranj¢ kapitala, priviemeno osiguranje kapitalasiguranje
kapitala za sldaj dozivljenjs, mjeSovito osiguranje kapitala.

Uvod

Osnovnapodjel: osiguranja je na Zivotno i neZivotrasiguranji (Sipka,
Marovi¢, 2003).Predme interesa u ovom izlaganju je Zivotosiguranj. Podjela
pojedinih vrstaosiguranji zavisi od kriterijuma koje uzimamo kamsno\. Ako
podemo od né&na isplate osigurane sume, odnosnho da li saveden suma
isplacuje jednokratnoili u vidu sukcesivnih isplata, moZzemo govooitbsiguranju
kapitala odnosnogsiguranji rente (Kodvi¢, Sulejk, 2002). Uovorr izlaganju
razmotrgemo model&koji su povezani sa osiguranjem kapitala.aSpekt rizika
koji je osiguran, mozee govoriti 0 osiguranju kapitala zad&jsmrti osiguranju
kapitala za slugj doZivljenje i mjeSovitom osiguranju kapitala.
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Osiguranje kapitala se dalje moZe podijeliti navineno, gdje se
osigurana suma is@aje iskljutivo ukoliko se osigurani stéaj dogodi u okviru
odreienog vremenskog perioda, odnosno adgm osiguranje kapitala, koje
podrazumjeva isplatu osigurane sume ukoliko sguoani sldaj dogodi po
proteku odréenog vremenskog perioda. MoZemo govoriti i 0 aligmm
priviemenom osiguranju kapitala za &j) smrti, koje podrazumijeva isplatu
osigurane sume ukoliko smrt nastupi po proteku daireg vremenskog perioda,
ali u okviru narednog, unaprijed odenog vremenskog perioda.

Pretpostavimo da je petna vrijednost kapitala data €3 . Na kraju prvog

mjeseca ovaj n@ani iznosée narasti n&C, (1+ o/ 12) . Krajem sljedéeg mjeseca
ovaj iznos nard® naC, (1+ 5/12)2, | tako dalje, tete krajem godine narasti na

C,(1+0/12)”. Ovdje je opisan staj nekonzistentnog trzista, gdje j&@
nominalna kamatna stopa koja se ¢breava na mjesaom nivou. MoZzemo stvari
posmatrati drugdje. Recimo da nam je inicijalna vrijednost kapitdl, jednaka

jednoj no¥anoj jedinici. U generalnom slaju moZzemo napisatt, (1+ J/n)n, za
obratun kamaten puta godiSnje. U tom staju imamo (1+J/n)" - € za

n - o, gdje je e definisano sdim, , (1+1/n)". Ako je N=co tada imamo
kontinuelni obrdun kamate, odnosno zakimjemo da trziSte konzistentno.
Dekurzivni kamatni faktor je dat s&’ , a efektivna kamatna stopa sz e’ —1.
Investirani kapital na kraju godine iznésiC, = Coe‘s. U slwtaju konzistentnog
trzista kapitala sa je definisan intenzitet kamatne stope.

1. Osiguranje kapitala

Osiguranje kapitala se odnosi na one vidove osigar&od kojih je
osigurana suma isplaje jednokratno. Osigurani rizici mogu se odnoséi smrt,
ali i na dozivljenje osiguranika. Nav&ino pojedine modele osiguranja kapitala.

Ozna&imo sa t =0 vrijeme izdavanja polise, a s# trenutak isplate
osigurane sume, odnosno trenutak realizacije campg sldaja. Kao Sto smo
spomenuli, trenutak smrti, odnosno Zivotni vijeklos je sldajna promjenljivaX
. S druge strane, realizacija osiguranogajlu kod Zivotnog osiguranja moZze, a ne
mora podrazumijevati smrt osiguranog lica, ali akem sldaju trenutak isplate
osigurane sumeY¥ , jeste sldajna promjenljiva. Kao Sto smo &espomenuli,

trenutak smrti osiguranog lica star@ggodina, T = T( X) ne mora da se poklopi sa

trenutkom kada treba da bude iggiaa osigurana suma. U skladu sa &airh
vrstama proizvoda osiguranja, mozemo tézliposmatrati i odnos iznde W i T .
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Modeli Zivotnog osiguranja u uslovima konzistentnodrzista

Kod osiguranja kapitala moZemo govoriti o ¢sligvima  poklapanja
trenutaka smrti, i trenutka isplate osigurane swuahésto tako, mogén je situacija
da se osigurana suma isplge na kraju godine u kojoj je nastupio osigurdnéa
(i na kraju m-tog dijela godine), odnosno smrt, kada nam jeuti@n isplate

osigurane sume jednaK +1(ili K +i), gdje nam jeK =[T]. Dakle, saK
m

smo oznailiciodiood T .

Poznato je da da se materkdi tretiranje problematike Zivotnog
osiguranja oslanja na teoriju vierovaéeqvjerovatnée smrti, odnosno doZivljenja
odreiene starosti), s jedne strane, i koncepta vremewngkelnosti novca, s druge
strane. Ukoliko matemaki adekvatno tretiramo odtevanje @ekivanog trenutka
smrti odretenog saTl , odnosno &ekivanog trenutka isplate osigurane sukde
moramo uzeti u obzir sadaSnju vrijednost isplasggwrane sume. U siaju
nekonzistentnog trzista, poznato nam je da se peznata sadaSnja vrijednost
nekog novanog iznosa raspolozivog u budosti, odréuje pom@u diskontnog
faktora v, odnosno sadaSnja vrijednost jedne Game jedinice raspoloZive po

protoku t godina jednaka jev'. U uslovima konzistentnog trzista, isto tako
odreiujemo sadasSnju vrijednost n@mnog iznosa raspolozivog u poznatom
vremenskom trenutku i u poznatom iznosu pémdiskontnog faktora, koji nesto
drug&ije definisan od onoga povezanog sa uslovima nekmnog trZista. Kada
govorimo o konzistentnom trziStu tada funkciju kaenaodrelujemo kao
neprekidnu, tj. pretpostavljamo kontinuelni &g U tom sldaju moramo na
drugdiji na¢in posmatrati obraun kamate, te zaklfimo za pdetak da je sadaSnja
vrijednost jedne nasane jedinice data sa (Gerber, 1997):

e (1.1)

Dakle, sa izrazom (1.1) definisali smo sada3njjedriost jedne naane
jedinice raspolozive po protekti godina, gdje trzZiSte kapitala konzistentno sa

intenzitetom kamate .

Polazimo od pretpostavke da kamatna stopa, odniogeozitet kamate,
nije slwajna promjenljiva, 3to pojednostavljuje cijeli pteimn.

Posmatrajmo jednu polisu Zivotnog osiguranja kejizflala osiguravagia
kompanija pod imenom ,Omega osiguranje®. OsigucgaiPetar Markov. On
se osigurao da se isplati kapital njegovim nasigdm, ukoliko se ostvari
osigurani sldaj, odnosno manifestuje osigurani rizik u vidu ok@ma njegovog
Zivota. MoZzemo zakljgiti da se radi o doZivotnom osiguranju kapitalashaaj
smrti. Recimo da osigurana suma iznosi jednwanow jedinicu. Trenutak isplate
osigurane sume, kao i ranije oZimo sa W . Kao Sto rekosmo trenutak isplate
osigurane sume je slaina promjenljiva. Osiguravaju kompaniju ,Omega
osiguranje” interesuje kolika bi trebala biti uplat sadasnjem trenutku, koja bi
bila adekvatna za isplatu jedne tame jedinice u nepoznatom trenutd, u
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uslovima konzistentnog trzista uz intenzitet kamate Cgigledno je da razlika
izmedu osigurane sume od jedne fame jedinice i sadasnje vrijednosti iste
osigurane sume zavisi od intenziteta kamate, i gamemenskog perioda u kom
intenzitet kamate djeluje. Pretpostavka je da w&iteh kamate nije shajna
promjenljiva. Sa druge strane, smrt osiguranog litaZe se desiti u bilo kom
trenutku u budénosti, sa manjom ili Wwm vjerovatnéom, u zavisnosti od
konkretnog vremenskog trenutka, ali i od drugihetbynih okolnosti. Kako ima
odreiena varijabla koja oddeije naSu sadasnju vrijednost osigurane sume, a koj
jeste slgajna, samim tim i sadaSnja vrijednost osiguraneespastaje skajna
varijabla. Ozn&mo tu naSu skajnu promjenljivu saZ . Navedenu skajnu
promjenljivu definiSemo izrazom:

Z=¢e%, (1.2)

Kako je osigurana suma ghjna promjenljiva, to zréada njenu konkretnu
vrijednost ne moZemo utvrditi, ¥eda samo moZemo govoriti kolike su
vjerovatn@e da sldajna promjenljiva uzme odiene vrijednosti. Jedindime se
mozemo sluziti u aktuarskim analizama jeste mat@kmtocekivanje sldajne
promjenljive, odnosno u aktuarskim analizama kornst ocekivanu vrijednost
sluitajne promjenljiveZ definisanu sa izrazom:

A=E{Z} = §{ e¥}, (1.3)

gdje smo saA ozn&ili pojam aktuarske sadaSnje vrijednosti. Pojam

aktuarske sadasnje vrijednosti odraZzava oba segnpemspektive koju aktuarstvo
pruza na problematiku Zivotnog osiguranja. Sa jedtrane imamo definisan
stohasttki proces nastao kao rezultat mateiaig tretiranja vjerovatrie smrti
lica starog X godina, a sa druge strane tu je problem didamja sadaSnje
vrijednosti nekog natanog iznosa koji je raspoloZiv u nekom poznatomuttieu u
budwnosti. Vazno je utiti da se aktuarska sadasnja vrijednost, moze taeitis
kao funkcija generatrisa momenatacsjne promjenljive (Rotar, 2007, 462):

A=E{e¥} =M, (-9). (1.4)
Kako jeZ = € imamo da jd -ti moment definisan izrazom:
E{Z} =¥} = M, (- D). (1.5)

Kako znamo funkciju generatrisu momenata mozZemoeditir sve
momente, te zh =1 dobijamo:

E{z}=E[e¥}= M, (-9), (1.6)

azal=2:
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E{ %} = [ €**} = ™, (-29). (1.7)

Sada mozemo definisati i varijansu naSéahe promjenljive:

var(7} = E{ Z}-(E )" = W, (-20)-( M, (-29)) (1.8)

Ako podemo od toga da vazju(x)=p, oigledno je da skejna

promjenljiva X ima eksponencijalni raspored. Kako za ekspondnaija
raspodjelu vazi svojstvo Lek of memori (Lack of Many) (Ross, 1997), moZzemo

zakljwiti da tada i slaajna promjenljival ( x) ima eksponencijalnu raspodjelu.

Isto tako, poznato je da je funkcija generatrisammoata sléajne
promjenljive sa ekponencijalnom raspodjelom sa mateom a data izrazom
(Rotar, 2007):

M (2) = [ & ae™ dx:a%zziz, (1.9)
0 1-%
a

za z< a. Za z= afunkcija generatrise momenata ne postoji. Dakle,
mozemo zakljgimo da je funkcija generatrisa momenata z&sghu promjenljivu

T(X) dataizrazomM, , (2) = A

H—Z
Dakle, prema (1.3) i (1.9) dobijamo:
A 1.10
A= ﬂ+ 5 (1.10)
odnosno:
2
Var(z)=—H_-| _£_| . (1.11)
H+20 \u+o

Vidimo da za izréunavanje ®ekivane vrijednosti sadasSnje vrijednosti
osigurane sume i njene varijanse ne moramo kaorixtjttj. godine starosti, e
nam je dovoljno da poznajemo intenzitet smrtnostignzitet kamate.

Ukoliko znamo funkciju raspodijele glajne promjenljiveW , ne samo da
mozemo odrediti momente ghjne promjenljiveZ , ve¢ moZzemo odrediti i njenu

funkciju raspodjele. Ako saF, (x) ozn&imo funkciju raspodjele stajne
promjenljive W , iz (1.2) slijedi:

F,(x)=P(Z< Y= P(e >): W>-(In ¥/9).
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1.1. Neposredno doZivotno osituranje kapitala zawstaj smrti — osigurana
suma se pléa u trenutku smrti

Ovaj model smo spominjali ranije. Dakl& =T :T(X) za osobu staru
Xgodina. Vrijednost osigurane vrijednosti u iniaijam trenutku data je izrazom:
z=¢0 , & aktuarska sadasnja vrijednost osigurane sume:

A =g{e"} = M, (-3). (1.1.1)
U relaciji (1.1.1) MT(X) je funkcija generatrisa momenata cslime

promjenljive T(X). Funkcija gustine stiajne promjenljiveT(x) (Klugman,
Panjer, Willmot, 2004, 36) data je izrazom:

fT(x) (t):/'[x (t)th:/J(X+ t) t px' (112)

Znajki formulu za dobijanje &kivane vrijednosti na osnovu poznate
funkcije gustine raspodjele, izraza (1.1.1) i (2),1dobijamo:

A = I eu, (1), pe (1.1.3)
0

Vidjeli smo da u sléaju eksponencijalne raspodjele naSecajhe
promjenljive, tj. u sldajevima kada imamo konstantan intenzitet smrtnesikj
~ - M

Kao 5to znamo u skaju kada trazimo aktuarsku vrijednost za dvostruko
vedi intenzitet kamate vaiiE{ Zz} = E{ e_m(x)}, odnosno uvedimo oznaku

ZZ\K = E{ Zz} = E{ e_m(x)}. Na osnovu naprijed &enog varijansu sadasnijih

vrijednosti osiguranih suma mozZzemo zapisati nalaljenin:
var{z} =*A -(A)". (1.1.4)

1.2. Neposredno doZzivotno osigranja kapitala za staj smrti — osigurana
suma se pléa na kraju godine u kojoj se desio osigurani skaj

Treba napomenuti da isti model moZe da se prinjeaidruge vremenske
jedinice, odnosndinjenica da se u naslovu pominje godina ne trebapdéuje na
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ograntenje primjenjivosti modela koji se nize navodi jeklvo na vremenske
periode izraZene u godinama. Poznato je da u ouarajs W = K (X) +1.

Vazi jednakosP(K(X): K): « P.0.., na osnovu koje mozemo da
izvedemo sljed@ izraz za aktuarsku sada3nju vrijednost:

sz E{e—cw}:g e—cs(k+1) F( K( )): I):

Procijenimo A,, za Jugoslovenske demografske tablice 1952 — 1954,
poznato jed = 0,05 (Sain, Aktuarski modeli Zivotnih osiguranja, 2009gakle,
dobijamo:

00

g%, px g.(1.2.10)
=0

k

P(K(SO) - k) - loorc deor — deo i _

|60 |60+-k l 60

Mozemo se zadovoljiti da nam je=30dovoljno veliko. Uvrstimo gore
dobijeno uizraz (1.2.1):

A=, e %o — ) 242656

k=0 leo

Za izra&unavanje sadasnje aktuarske vrijednosti moZzematkorisljedei
pristup:

A=e’g+pe A= E( gt pa) (1.2.2)

Dakle, ako znamoA,, za nekon>X, i p,, idwi ,unazad, mozemo

izracunati A . Relaciju (1.2.2) mozemo neformalno dokazati rjadsti nacin.
Posmatrajmo cijeli procesu odnos u na neki inicijalenutak. U odnosu na njega
osiguranik moze umrijeti u toku prve godine, dé preZivjeti prvu godinu.
Vjerovatnaa dace umrijeti u toku prve godine jg,, a osigurana suma od jedne
nowane jedinice ima sadasnju vrijednost ed . Vjerovatn@a dace osiguranik
preZivjeti prvu godinu jep,, i osiguranik je tada doZivio starost oxi+1, i
osiguranikov Zivot se nastavlja, odnosno osigushiiaj se nije realizovao, te je
aktuarska sadasnja vrijednost osigurane u tordagludata saA,,,. Mozemo
zakljwiti da je aktuarska sadaSnja vrijednost osiguisumae u tom skaju zbir,
e’ sa vjerovatnéom g,, sa jedne strane,A,, sa vjerovatnéom p,, sa druge
strane. Dakle, moZzemo zapisati:
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=E{Z4T4=<} T ¥=)+ £ 1)1 b O)e
‘E{Z\T <}a+47%4 p
uz uslov davazE{Z|T(¥ <1} = €’ i E{Z|T(X>1} = &’

Dokazimo da vaiE{ Z|T(% >:I} = €° A, . U tom sl¢aju imamo:

{Z‘T ]} q ~3(K (x)+1) T( *>]}
=e"’E{e" T))>1}=é5$_él+‘mx+1"(')x>]}:
E{ ~(1+3K (x+1)) } - & A,

Iskoristili smo¢injenicu da kada osiguranik preZivi jednu godinjegov
o¢ekivani Zivotni vijek je jednak zbiru jedne godihenom broju godina koji
predstavlja ¢ekivano trajanje Zivota izrazenom u godinama (gigbdine), nakon
Sto napunix+1 godina.

Analogno sldaju kada se osigurana suma igpla u trenutku smrti u
izrazu, za sléaj konstantnog intenziteta smrtnosti i ucgli@vima isplate osigurane

sume na kraju godine u kojoj se desio osiguramiaglimamo A :i_. Ako
+1

X

pogledamo spomenuti izraz vidimo da ga moZzemo atipia sljedéi nin:

_ 1-p _1-p
+| 1-p+€-1 p+é’

A(_

Pogledajmo detaljnije odnos izthe A, i R Analiza spomenuog odnosa

zasniva se na postupku linearne interpolacije, gdje pretpostavili da je Zivotni
vijek osiguranika uniformno raspalen u okviru jedne godine. MoZe se pokazati
da pod ovom pretpostavkom vazi:

— i
=—A, 1.2.3
A=A (123)
gdje je, kao $to je ranije navedericze° —1. Sai smo oznaili godisnju

efektivnu kamatnu stopu, tj. stvaran prinos kojidstitor ostvaruje na angaZzovana
sredstva, izrazen u svom decimalnom zapisu. VaZuojti da za male vrijednosti

0, koeficijent korekcijeIE_ - 1. Pogledajmo kakva je situacija kada=0.04.
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0.04081

Tada jei =e**-1=0.0408., odnosno =1.02. Ova karakteristika je

2
, .. - . X
sasvim razumljiva ako se sjetimo da vafi=1+ x+?+ 0( )3) te ako to
iskoristimo, dobijamo:

e’ -1
fo)

1<

:1+g+o(5). (1.2.4)

™| —

Ako pogledamo relaciju (1.2.4), moZemo zaéitju dalg_ odstupa od 1 za
o
riblizno — .
P 2

. — 1 . N i .. I
Dokazimo AK=3_AK. Posmatrajmo dvije vadline. Zivotni vijek u

trenutku smrtiT :T(X) i broj cijelih godina doZivljenja (moZemo ovu v&itiu

tumaiti i kao ,skraceni* Zivotni vijek u trenutku smrti),K = K(X). Uvedimo
trecu velinu koja se javlja kao razlika izrde ove dvije (Rotar, 2007) (ve,
T=T(x) i manje K =K(x)). Nazovimo tu velinu razlomaki dio starosti u

trenutku smrti izrazenog u godinama, te je ¢ina T, (x) Kao Sto je re&eno:
T.(X)=T(X-K(X. K=K(x) i T,(x) su méusobno nezavisne siaine

promjenljive i T (x) je uniformno raspor®Ena na intervalu[O,]]. MoZemo

r

zapisati sljedée:
Ao} e )= @) § )5
:e"E{ e—J(K+1)} q éar,} =&A {E —é‘r,}

Kako je E{ e"’T'} = M, (-9) gdje je M; (-2) funkcija generatrisa

(1.2.5)

momenata skajne promjenljive T, i kako nam je poznato da vaZi

_ A0
E{ e‘ﬂf} = ! ; i (1.2.5), moZemo zapisati sljgderelaciju:

- s1-e°  é-1
A=¢ 5 75

Veza izméu relacije (1.2.6) i relacije (1.2.3) je€igledna.

A. (1.2.6)
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1.3. Osigurana suma se pta na kraju m-tog dijela godine

Ozn&imo sa Aim) aktuarsku sadasnju vrijednost jedimé osigurane sume
koja se ispléuje na kraju m-tog dijela godine. Predst&#@mo aproksimativno
odreiivanje vrijednosti Aﬁm) pod pretpostavkom da je Zivotni vijek u trenutku
smrti uniformno raspotken u toku godine. Na osnhovu toga moZzemo zapisati
(Bowers, Gerber, Hickman, Jones, Nesbit, 1997):

i

Izraz (1.3.1) smo zapisali jer nam je poznato 8).2.isto tako znamo da

vazi limi™ =g=In(1+i), iz ¢ega izvodimo zakligak da se koeficijent

m- oo

[
korekcijeW poveava kako sem poveava.
[

Za bilo kojem vazi:

- - 2
Osﬁ—1<%sg+e2%. (1.3.2)
|

Vidimo da se koeficijent korekcije moze maksimapavetati dolg_ .

DokaZzimo na$ izraz za aktuarsku sadasnju vrijednostitaju isplate
osigurane sume na krajm-tog dijela godine, u kojoj je nastupio osiguraloicaj.
Oznaimo sa K™ broj cijelih m-tih perioda godine koje je osiguranik doZivio.
Uvedimo promijenljivu R = k(M - mK, tj. promjenljivu koja predstavlja
dozivljeni dio godine u kojoj se desila smrt izradeu mM-tim dijelovima godine.
Pogledajmo jednostavan primjer. Stavimo=12, tj. odnosno posmatrajmo
dvanaesti dio godine. Ugemo da je taj dio jednak jednom mjesecu, iako mi
govorimo o dvanaest jednakih dijelova godine, asegéimaju nejednak broj dana.
Isto tako, recimo da nam je starost posmatranoguoaiika u trenutku starosti
T =24.48 izrazeno u godinama, $to nam daje 293.6 mjeseidany da imamo

293 cijela mjeseca, odnosrig™ =293, a mK=288. Vidimo da posmatrani
osiguranik ima prozivijenih 5 cijelih mjeseci u 2§odini Zivota, kao i priblizno

60% proZivljenog 6. mjeseca. MoZzemo zapistlm) =5.

Vratimo se opStem staju.  Kao Sto smo pretpostavili ghjne
promjenljive R™ i K su meusobno nezavisne, &™ uzima vrijednosti
1,2,...(m—1) sa istim vjerovatnéama. PromjenljivaR(m) uzima spomenute
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vrijednosti jer je njena vrijednost ogréena na najuw@ dio osnovne jedinice (u
naSem sléaju ta promjenljiva moZe da se odnosi na najviSanjdseci). Kako
nam je kamatna stopa stopa @nmea na godiSnjem nivou, moramo uzeti u obzir
odgovarajdu relativnu kamatnu stopu (godiSnju kamatnu stojelimh sa m), te

osiguranu sumu diskontujemo (zb((m) —1) :

Na osnovu svega ¢enog mozemo zapisati:

-5(k ™ +1)

m

=E{exp _5K_$ {exr{ 5K}}E ex% R /} =

= E{exp{-oK}} E{ exp[—%( R + i}} =
=&’ Efexp{-3( K+ 1)}} E{ ex;{—%( R +1)}} =A€ E{exp{—%( R+ 1)}}

|zraz E{exp{—é(R+ ])}} prema (1.1.1) moZemo zapisati i kao
m

5(mK+ Rm +1
= E{ ex

A" = EJexp

M . (_—JJ gdje nam jeM _, (z) funkcija generatrise momenata ¢&djne
R +1 m RV +1
promjenljive R™ +1.

Kako znamo da stiajna promjenljiva moze uzeti vrijednodti2,...m sa
jednakim vjerovatnéama mozemo zapisati sljgderelaciju:

k__i 1_ mz
() ;ezm mél < (1.3.3)

1.4. Odgaieno dozZivotno osiguranje kapitala za skaj smrti

U ovom sléaju se osigurana suma isgige samo ako se osigurani &hij
desi po protekucgodina. Kao Sto je ranije ¢eno, ako se ne ostvari uslov

neophodan za isplatu osigurane sume stavljdéhg co. Dakle, zaT(X)< c
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imamo W =00, a u suprotnom zd (X)= ¢ imamo T(x)=W¥. Sluaj kada
imamo T(X):C i nema smisla posebno razmatrati, ukoliko razamatr

promjenljivu koja ima neki neprekidni raspored. aknamo da jeZ = €%,

mozemo zapisati:
0 T(X)<cC
7 :{ ( )

. 1.4.1
e’ T(X>c (144

Posmatrajmo situaciju gdje je osiguranicsiunastupio prije protokac
godina, i0 =0,1. Tada nam je sadaSnja vrijednost osigurane sudme jpo¥ane
jedinice data izrazonZ = €% = €®™ =0. Sta ako je prinos na kapital jednak
nuli, ti. 0=0,1. 0= In(1+i) = |n(1+ O)? Tada u eksponentu Neperovog broja
dobijamo neodrden izraz Oxco. Medutim, kako je eksponencijalna funkcija
.brze* raste od logaritamske, débimo u eksponentto , $to nam daje osiguranu
sumu jednaku nuli.

Ozna&imo aktuarsku sadasnju vrijednost u ovon€aju sa:
A= pETA. (1.4.2)

Kao Sto vidimo aktuarsku sadaSnju vrijednost ucalu odga@enog
osiguranja kapitala za slaj smrti moZzemo predstaviti kao proizvod ,&fe“
aktuarske vrijednosti osigurane sume (gdje kaozpolsstarost ne uzimamo onu
koja je stvarna «eje uve&avamo za broj godina odgode) i vjerovatmalace
posmatrano osigurano lice ,prezivjeti“ odgodu, kesto diskontovano za broj
godina odgode.

ZapiSimo gore rgeno na sliedg nadin (Rotar, 2007):
E{Z=0xP(T(¥< 9+ { 4T }> x B ()e )&
= E{ e MIT(¥> r}c R=.R E% é"(k”(“))} = (14.3)
= pxe—d'c E{ e‘fﬂ—(ﬁc)} = 9 édc_%c

Pogledajmo sljede primjer.

Osiguranik je ugovorio osiguranje od jedne ¢ane jedinice koja se treba
isplatiti u trenutku smrti njegovim nasljednicin@gd uslovom da osigurani ghj
nastupi po proteku 5 godina od uplate jednokratrempe. Poznato je da je

0=0.1i x£=0.04. Kolika je varijansa sadasnje vrijednost spomermsigurane
sume? Mozemo zapisati:
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c=5
5=0.1
(=0.04
Var(z)="?
E{Z}=e"e" A=
=9 £ _<0.1419
U+o
E{ Zz} = ghe e—52c 2—&& —
=) _E_<0,0502
U+
var(z)=E{ 7} -( § )’ =0.0502-( 0.141¥ = 0.030

Posmatrajmo sliaj u kom se osigurana suma dalana kraju perioda u
kojem se desio osigurani 8kj. MoZemo zapisati:

W =00 = T(X)sc=>Z=0
1.4.4
W=K(x)+1 = T(X>c= z= "M, 49

Uvodimo oznaku:

CA(:ike—a(m)* p( K(X = k)

Gore navedena relacija moze se isto tako napiaatljed€i natin (Rotar,
2007):

AT PET AL (1.4.5)

Kako je broj perioda za koje se vrSi diskontovasjgda cio broj mozemo
zapisati:

AT PV A, . (1.4.6)
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1.5. Privremeno osiguranje kapitala za sléaj smrti — osigurana suma se pléa
u trenutku smrti

U ovom sli&aju osiguranik Zeli da osigura da se isplati osigarsuma od
jedne novane jedinice njegovim nasljednicima ukoliko smrstu@i u toku n
godina. Dakle, moZemo zapisati:

(W= = T(X)<n) = z=¢&V,

(1.5.1)
(qJ:T(x)@ T(x)>n) = Z=0.
Uvodimo sljedéu oznaku:
AL :je“’t £ (D) dt (1.5.2)
0

Aktuarska sadaSnja vrijednost u ovoméaju zavisi od raspodiele glajne
promjenljive u intervaIL{O,n] i ne zavisi od stope smrtnosti poslije navrSenih
godina (Rotar, 2007).

Na raspolaganju je i sljeée formula:

A=A_+e”" pA. (1.5.3)

odnosno:

A =e” pA.~ A (1.5.4)
Dokaz relacije (1.5.3) je jednostavan, te slijedrélacija (1.3.1) i (1.5.1).
Ako ozna&imo saZ, slwajnu promjenljivu u (1.3.1), gdje nam &= n, i neka je
Z istokaoiu (1.5.1). ZapiSimo sljede

Z_{e—crr(X)’ T(X< n Zl_{o , T(X)<n

o , T(x)>n' g T(}> n

(1.5.5)

Ocigledno je da vaiiZ+Zi=e_‘)T(X), §to nam je ustvari sadasnja
vrijednost osigurane sume od jedne ¢ene jedinice za shaj ,obi¢nog*
doZivotnog osiguranja kapitala za&psmrti.

Pogledajmo isti proizvod osiguranja u &l da se osigurana suma
isplatuje na kraju godine (ili bilo kojeg drugog vremeogkperioda koji uzet kao
osnovni). Dakle za osiguranje kapitala privremeadmzgodina dobijamo:
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Z_{eJ(K(x)ﬂ) ’ T(X)S n

1.5.6
0 , T(x)>n. ( )

Ozn&imo u tom sldaju aktuarsku sadasnju vrijednost A?ﬂ MozZemo

isto tako zapisati sljede:

A =Setip(k(=§=5 e pq.  as7
k=0 k=0

Ako posmatramo (1.5.3) u kontekstu ovog izlagamjaijdmo:

A=A_+e”" pA., (1.5.8)
odnosno:
A_=e” pA.~ A (1.5.9)

2. Osiguranje kapitala za sléaj doZivljenja

U ovom sléaju osigurana suma se isfilige ukoliko osiguranik doZivi
odreienu starost odh godina. Dakle, moZzemo zapisati, d&He=n zaT(X) >n,

aW=ow za T(X) < n. Da zaklj&imo:

Z:{o , T(X)<n

e, T(X>n @D

Oznaimo aktuarsku sadasnju vrijednost u ovongaju , E, , i definiSimo
je na sljedé& natin:

E=E{Z=e"HT¥>np=¢", p (2.2)

U slwaju eksponencijalne raspodijele ¢gjne promjenljive (konstantan
intenzitet smrtnosti) imamo:

—Jn.(,u(x+t)+5)dt
E,=er : (2.3)

U slwaju izraza (2.3) vidimo da ukoliko u ulaznim podaai imamo
pove&an intenzitet smrtnosti, dobijamo isti efekat kaa dam se povava
intenzitet kamate i obrnuto.
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Kako sli&ajna promjenljiva moZe imati vrijednost 0 ili nekano
odreienu vrijednost sa vjerovatéema g i p respektivno, varijansu spomenute

promjenljive mozemo definisati na sljgéil@acin:

Var{Z} =€’ n(1-, n). (2.4)

3. MjeSovito osiguranje kapitala

U ovom sl&aju osigurana suma se isflge osiguraniku ukoliko doZivi jos
N godina, odnosno njegovim nasljednicima ukolikotmgisnjegova smrt u tokun
godina.

Ukoliko se osigurana suma isplge nasljednicima tao u trenutku smrti
imamo:

3.1
e” , T(®¥>n S

Ozna&imo aktuarsku sadasnju vrijednost sﬁ:ﬁ‘. Ozn&imo slwajnu

promjenljivu u (1.5.1) saZ,, au (2.1) saZ,. ZapiSimo sljedée:

{e“‘“ , T(X<n
1 = (3.2)
0 . T(X)>n,
odnosno:
. 0 , T(Xx)<n -
2 e—dn, T(x)>n (3.3)

Vidimo da je tada naSa sadaSnja vrijednost osigursume za stiaj
mjesSovitog osiguranja (stajna promjenljiva) data s& = Z + Z,, te

A =E{Z=EZ}+HZ}=A+ E="A+ € p (34
U slwtaju da se osigurana suma ispia na kraju godine u kojoj se desio

osigurani sldaj, imamo:

{eJ(K(x)ﬂ) ’ K( X) <n
(3.5)

e " , K(¥=zn

Kod mjeSovitog osiguranja imamo dvadsdja:
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1) u sl&aju smrti osiguranika u interval[rl—l, n), osigurana sumae se
isplatiti nasljednicima na krajun-te godine, tj.t=n(kako nam je
n=K -1 vazi min{K (x)+1,n} = n),

2) ako osiguranik doZivi starost+ n, osigurana suma se is@ii@ u n-tom
trenutku (K (X) = n i vazi min{ K (x) +l,n} =n).

Ozn&imo aktuarsku sadasnju vrijednost u ovontaju saAm‘ :

Ako povuiemo paralelu sa (3.2), odnosno (3.3), &l isplate osigurane
sume na kraju godine u kojoj se desio osigurantaglfdozivljenje ili smrt),

dobijamo:
2 :{ et k(X <n 6
0 , K(x)=n,
odnosno:
, ={O , K(x)<n 67
e, K(¥=2n '
Dakle, imamo:
Ay =R+, E= A+ e’ n. (3.8)

Ako izraz (3.8) posmatramo u ghju kada nam je intenzitet kamate
dvostruko véi dobijamo:

Ay = AL+ E=CA+EeT . (3.9)

lzraz (3.9) omogéava jednostavno izéanavanje varijanse za naSu
slu¢ajnu promjenljivu.

Ako nam je intenzitet smrtnosti konstantan imamo:

E, =), (3.10)

n

lzraz po (1.5.2) moze se definisati i na sligdeatin ukoliko nam je
intenzitet smrtnosti konstantan:

AL =A(l-,E),

dok za sldaj isplate osigurane sume na kraju godine u kogojdssio
osigurani sldaj imamo (Batten, 2005):

AL =A(1-,E).
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Zaklju ¢ak

Moderna ekonomska perspektiva zahtjeva evolucijudet®o Zivotnog
osiguranja. Determinigiki modeli zasigurno imaju svoje mjesto u bddaosti,
medutim treba imati na umu da finasijska trziSta prel&roz promjene istorijskih
razmjera, Sto postavlja ozbiljne izazove pred ekasiai teoriju, ali i praksu.

Ukoliko finanijska trziSta posmatramo kao konzisten tada nam je
funkcija kamatne stope data kao neprekidna. U tdmiag uvodimo pojam
intenziteta kamate, Sto je sinonim za kamatnu st&go nam je funkcija kamate
data kao neprekidna, tada je mégohastki pogled na problematiku kojom se
bavi teorija kamate, odnosno kamatna stopa narade tlefinisana kao slajna
promjenljiva.

Ekstremna volatilnost finansijskih trzista je re@dt. To treba prihvatiti
kao ¢injenicu. Upravo tadinjenica predstavlja pretnju za bogatsvo koje je
akumulisalo viSe generacija. Finansije prepoznajan kao mjeru bogatstva.
Novac je beskoristan kad je nagomilan i stavljen upotrebe. Novac mora biti
razbacan kroz razne investicione poduhvate. Valadll jeste prijetnja, ali
istovremeno je i Sansa. U ekonomiji postoje éaswpadajuii trendovi, Sto treba
prihvatiti kao neminovnost, koja mora biti tretieakako prilika. Takva prilika nije
hazarderska prilika. To je prilika koje zahtjevaitan pristup.

Ekstremna volatilnost narée potrebu za ekstremnim riaim metodama.
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LIFE INSURANCE MODELS FOR CONSISTENT MARKET

Abstract: Basically, insurance can be divided on life and-fife insurance.
If we consider risk as criteria for division, thar can talk about whole life
insurance, endowment and pure endowment. We chrakalut case where
benefit is payable in the moment of death. Alse, @an talk about case
where benefit is payable at the end of the perfatkath. There are two types
of whole life insurance. The first is term insuranend the second type is
deferred whole life insurance. In this presentatimain focus of observation
are those insurance products with benefit payabléump sum. Actuarial
present value represents both segments of actupeigpective on life
insurance as two sided problem. On one side, thehe problem of defining
the probability that some person will die at aggecond side of problem is
defining present value of sum payable at some mbinduture.

Keywords: actuarial present value, whole life insurance, etk life
insurance, term life insurance, endowment, whole linsurance and
endowment combination.
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